
 
 

30. Aug. 2005 
 

Copyright © 2005: S&J Book Center Co. Ltd.  All rights reserved. 
 
 

 
 
 
 
１． 比と比例、内分比と外分比 
 
１．１ 比と比例式、加比の理 
比例式の定義 
比例式が成立することと比の値が等しいことは同値である。 

d
c

b
a

dcba =⇔=   ::  

 
比例式に関する定理・１ 
比例式が成立することと「内項の積と外項の積が等しい」ことは同値である。 
            bcaddcba =⇔=   ::  
この定理は非常によく使われる。（各自比例式の定義に基づき、この定理を証明せよ。） 
 
比例式に関する定理・２ 
比例式が成立するとき、０でない定数ｋを用いて次式を使うことが出来る。 

            kdbkcadcba ==⇔=   ,  ::  

この定理は非常によく使われる。（各自比例式の定義に基づき、この定理を証明せよ。） 
 
加比の理 
比例式 dcba :: = が成立するとき、以下の関係が成立する。 

         dnbm
cnam

db
ca

db
ca

d
c

b
a

⋅+⋅
⋅+⋅

=
−
−

=
+
+

==  

（各自比例式の定義に基づき、この定理を証明せよ。） 
 
１．２ 内分比と外分比 
 

 
 
内分比の定義と定理 
点Ｃが、線分ＡＢを正の実数ｍ、ｎを用いて内分比ｍ：ｎに内分する点というと

き、点Ｃは線分ＡＢ内に存在し、次式が成立する。 

線分ＡＢの内分点Ｃと外分点Ｄ 

Ａ Ｃ Ｂ Ｄ 

中学３年 
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CBAC  AB; 
CB
AC

+==
n
m

 

このとき、次式が導出できる。 

ABCB    ;  ABAC ⋅
+

=⋅
+

= nm
n

nm
m

 

（証明）比例式に関する定理２より、定数ｋを用いてＡＣ＝ｋｍ、ＣＢ＝ｋｎと書ける。 
ＡＢ＝ＡＣ＋ＣＢ＝ｋ（ｍ＋ｎ）より、ｋ＝ＡＢ／（ｍ＋ｎ）となり示された。 
 
外分比の定義と定理 
点Ｄが、線分ＡＢを正の実数ｍ、ｎを用いて外分比ｍ：ｎに外分する点というと

き、点Ｄは線分ＡＢの延長上に存在し、次式が成立する。 

DB-AD  AB; DB
AD

== n
m

 

このとき、次式が導出できる。 

ABDB    ;  ABAD ⋅
−

=⋅
−

= nm
n

nm
m

 

（証明）比例式に関する定理２より、定数ｋを用いてＡＤ＝ｋｍ、ＤＢ＝ｋｎと書ける。 
ＡＢ＝ＡＤ－ＤＢ＝ｋ（ｍ－ｎ）より、ｋ＝ＡＢ／（ｍ－ｎ）となり示された。 
 
２． 相似：点及び辺の対応 

無条件に相似な図形として、円や正多角形、立体では球や正多面体がある。また条件をつ

ければ、中心角の等しい扇形や底角の等しい二等辺三角形なども相似である。 

Ａ 

Ｂ 

Ｃ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｉ 

Ｊ 

Ｆ 

Ｇ 
Ｈ 

相似        五角形ＡＢＣＤＥ∽五角形ＦＧＨＩＪ 
点の対応      Ａ⇔Ｆ；Ｂ⇔Ｇ；Ｃ⇔Ｈ；Ｄ⇔Ｉ；Ｅ⇔Ｊ 
点の対応だけきちんとおさえれば、辺の比や面積比などは機械的に得られる！ 
辺の対応と相似比  ＡＣ：ＣＥ＝ＦＨ：ＨＪ 
          ＢＣ：ＥＡ＝ＧＨ：ＪＦなど 
面積比＝相似比２   つまり ＡＢ２：ＦＧ２ 
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３． 平行と相似 

 
 
４． 中点連結定理 

 

 
５． 平行線と比例 

 
（補助線を参考に、上記の式を導け。） 
 

ＡＤ//ＥＦ//ＢＣ ⇒ ＡＥ：ＥＢ＝ＤＦ：ＦＣ 

このときＡＥ：ＥＢ＝ｍ：ｎとおくと 
nm

BCmADnEF
+

×+×
=  

Ａ 

Ｅ Ｆ 

Ｂ Ｃ 

Ｄ Ａ 

Ｅ Ｆ 

Ｂ Ｃ 

Ｄ 

Ａ 

Ｍ Ｎ 

Ｂ Ｃ 

１） ＡＭ＝ＭＢ，ＡＮ＝ＮＣ  

⇒ ＭＮ//ＢＣ，ＭＮ＝ＢＣ／２ 

 

２） ＡＭ＝ＭＢ，ＭＮ//ＢＣ  

⇒ ＡＮ＝ＮＣ 

Ａ 

Ｐ Ｑ 

Ｂ Ｃ Ｂ Ｃ 

Ａ 

Ｐ Ｑ 

１） ＰＱ//ＢＣ ⇒ ＡＰ：ＡＢ＝ＡＱ：ＡＣ＝ＰＱ：ＢＣ 

２） 逆に、ＡＰ：ＡＢ＝ＡＱ：ＡＣ ⇒ ＰＱ//ＢＣ 

３） 左図で、ＡＰ：ＰＢ＝ｍ：ｎ かつ ＰＱ//ＢＣ ⇒ BC
nm

mPQ ⋅
+

=  
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６． 三角形の相似条件 
２つの三角形を比べたとき 
第１相似条件：２角の相等 
第２相似条件：２辺の比とその間に挟まれた角の相等 
第３相似条件：３辺の比の相等 

のいずれかが成り立てば三角形は互いに相似である。どの条件を使うかを見極めることが

相似問題のハイライトとなる。 
例：長さの与えられていない問題では、第１条件を使う。何とかして相等の２角を探す。 
例：長さが与えられた問題では、第２、第３条件を使えないかと考える。 
また相似な三角形では、当然３つの角の相等と３辺の比の相等が言える。 
 
７． 中点連結定理及び相似を用いた頻出の図形問題例 
 
７．１ 四角形内にできる平行四辺形と中点連結定理 

 
 
四角形内にできる３つの平行四辺形 
上図において、四角形ＡＢＣＤにおいて、辺ＡＢ，ＢＣ，ＣＤ，ＤＡの中点をそ

れぞれＫ，Ｌ，Ｍ，Ｎとする。また対角線ＡＣ，ＢＤの中点をそれぞれＥ，Ｆとす

る。また四角形ＫＬＭＮの対角線ＫＭ，ＬＮの交点をＪとする。このとき、以下の

３つの事実が成立する。 
• ３つの四角形ＫＬＭＮ，ＫＥＭＦ，ＬＥＮＦは平行四辺形である。 
• 点Ｊは３つの平行四辺形ＫＬＭＮ，ＫＥＭＦ，ＬＥＮＦの各対角線ＫＭ，ＬＮ，
ＥＦの中点である。 

• ３点Ｅ，Ｊ，Ｆは共線である。          
 
本定理は中点連結定理及び平行四辺形の成立条件（この場合、「二組の対辺がそれぞれ等し

い」、ないし「二組の対辺がそれぞれ平行」、および「２本の対角線がそれぞれの中点で交

わる」を使えばよい）を用いる例題として最適といえる。各自、証明を完成させよ。 
 
 

Ａ 

Ｅ 

Ｄ 

Ｂ Ｃ 

Ｋ 

Ｌ 

Ｍ 

Ｎ 

Ｊ 
Ｆ 
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７．２ 裏返し三角形と二角相等 
裏返し三角形において二角相等による相似を証明する問題も頻出である。 
 

 
 
７．３ 長方形の折り返しと相似 
また、次の図のような長方形の折り返しも頻出である。 
 

 
 
例えば、ＡＢ＝５，ＢＣ＝８のとき、ＢＥ＝３，ＣＥ＝５になるように点Ｅをとって、

Ｃの折り返し点がＡＢ上にくる様に折り目ＥＦをつける。このとき、三平方の定理を使う

と、ＢＰ＝４が算出できる。あとは、上記の相似関係△ＰＢＥ∽△ＲＡＰ∽△ＲＱＦより、 

   25FDFQ  ,625RF  ,310QR  ,35PR  ,34  AR,1AP =======  

を得る。 
 実際の計算の場合、例えばＢＰの長さ算出など直角三角形の各辺の長さの関係に三平方

の定理を使う必要があり、詳細は別稿に譲る。 
 
７．４ 正三角形の折り返しと相似 

ＥＣ＝ＥＰ，ＦＤ＝ＦＱ， 

ＣＤ＝ＰＱ が折り返しの関係 

 

２角相等の関係より 

△ＰＢＥ∽△ＲＡＰ∽△ＲＱＦ 

Ａ Ｄ 

Ｅ Ｂ Ｃ 

Ｆ 

Ｐ 

Ｑ 

Ｒ 

∠ＡＣＢ＝∠ＥＤＢ ⇒  

△ＡＢＣ∽△ＥＢＤ ⇒ 

ＡＢ：ＢＣ＝ＥＢ：ＢＤ ⇒ 

ＢＡ・ＢＤ＝ＢＣ・ＢＥ 
 

Ａ 

Ｄ 

Ｅ Ｂ Ｃ 

Ａ 

Ｆ Ｂ Ｃ 

∠ＡＣＢ＝∠ＦＡＢ ⇒  

△ＡＢＣ∽△ＦＢＡ ⇒ 

ＡＢ：ＢＣ＝ＦＢ：ＢＡ ⇒ 

ＡＢ２＝ＢＣ・ＢＦ 
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次に頻出の正三角形内での折り返し問題を考える。 

 
 
ここで、ＢＦ：ＣＦ＝ｍ：ｎのとき、上記のうちの２つの式を連立して解けば、 

       )2()(
)2(

   ;  )2()(
)2(

nmnm
nmm

AE
CE

nmnm
nmn

AD
BD

+⋅+
+⋅

=
+⋅+

+⋅
=  

の関係を得る。各自確認してみよ。（ｍとｎに関して双対の式になっている点が美しい。） 
 
 
８． 等積変形 
面積の本質的意味は、高校や大学で学ぶ積分法の概念を理解しないと把握できないが、

中学の段階では、「図形の効率的計量の方法」を学ぶことに重点が置かれる。円などの曲線

で囲まれた図形は異なるが、直線だけで囲まれた多角形は必ず三角形に分割できるので、

三角形の面積が全ての基本となる。 
三角形の面積の算出では、 

 
 
     （三角形の面積）＝（底辺）Ｘ（高さ）／２ 

という小学校で勉強した公式（長方形を等積変形した平行四辺形が対角線によって合同な

２つの三角形に分割できることで証明できる）が全ての基本となる。 
 以下に述べる等積変形（面積を変えずに図形の形を変えること）は、中学での図形の問

題の頻出事項である。関数との融合問題もよく出題されるので、よく理解してほしい。こ

の場合も基本は三角形にあり、例えば底辺が等しい場合、底辺に平行に頂点をずらしてい

けば、高さも変わらないので面積も不変であることがいえる。 
 その派生事項として、三角形の面積２等分問題や多角形を辺の数が少ない別の多角形に

（例えば四角形を三角形へ）等積変形していく問題を説明する。 

△ＢＤＦと△ＣＦＥにおいて、 

∠ＤＢＦ＝∠ＤＦＥ＝∠ＦＣＥ＝６０Ｏ 

∠ＥＦＣ＝∠ＤＦＣ－∠ＤＦＥ 

＝（∠ＤＢＦ＋∠ＦＤＢ）－∠ＤＦＥ 

＝６０Ｏ＋∠ＦＤＢ－６０Ｏ＝∠ＦＤＢ 

よって２角相等より、 

  △ＢＤＦ∽△ＣＦＥ 

ゆえに、ＢＤ：ＢＦ＝ＣＦ：ＣＥ 

従って、ＢＤ・ＣＥ＝ＢＦ・ＣＦ 

また、ＢＤ：ＤＦ＝ＣＦ：ＦＥ 

より、ＦＥ＝ＡＥ、ＤＦ＝ＡＤなので、 

    ＢＤ・ＡＥ＝ＡＤ・ＣＦ 

同様にして、 

    ＣＥ・ＡＤ＝ＡＥ・ＢＦ 

もいえる。 

Ａ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｂ Ｃ Ｆ 

三角形の面積公式 
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三角形の等積変形 
点Ａを通りＣＢ（ＢＣ）に平行な直線

を引くと、その直線上の任意の点Ｐに

対して、 
PBCABC ∆=∆  

またＡＢとＰＣの交点をＱとして、 
   QPBQAC ∆=∆  
も派生的に言える。 

Ｐ Ａ 

Ｃ Ｂ 

Ｑ 

三角形の面積二等分線 

Ａ 

Ｃ Ｂ 

Ｐ 

Ｍ Ｄ 

点Ｐを通り三角形ＡＢＣの面積を２等

分する直線 
作図手順： 
１） ＢＣの中点Ｍを作図。 
２） ＰＭを引く。 
３） ＡからＰＭに平行線を引き、 
ＢＣとの交点をＤとおく。 

４） ＰＤが求める面積二等分線。 
 
理由：上記の等積変形を利用 

2ABC
ABMPMAPBM

PMDPBMPBD

∆=
∆=+∆=

∆+∆=∆
 

（ｎ＋１）角形のｎ角形への等積変形 

Ａ 

Ｃ 

Ｂ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｇ 
Ｆ 

左図は６角形ＡＢＣＤＥＦを５

角形ＡＢＣＤＧに変形する方法

を示している。（Ｅを通りＤＦと

平行な直線とＡＦの延長線との

交点をＧとおいている。） 
 
同様な操作を繰り返していき、

最終的に三角形ＡＢＩを作るこ

とが出来る。 

ＳＡＢ＋ＳＣＤ＝ＳＢＣ＋ＳＤＡ  

＝平行四辺形ＡＢＣＤの面積／２ 
 
△ＰＢＤの面積 
＝ＳＢＣ－ＳＡＢ＝ＳＣＤ－ＳＡＢ  

△ＰＡＣの面積 
＝ＳＢＣ－ＳＣＤ＝ＳＡＢ－ＳＤＡ  

Ａ 

Ｂ Ｃ 

Ｄ 

Ｐ 
ＳＡＢ 

ＳＢＣ 

ＳＣＤ 

ＳＤＡ 

等積変形のよい例題なので、各自この式を導出せよ。 

平行四辺形内部の６つの三角形の面積関係 
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９． 三角形の線分比と面積比の関係 
 

 

 
 

直線ＢＣ上の点Ｐ，Ｑに対して、 

 △ＡＢＣ：△ＡＰＣ＝ＢＣ：ＰＣ 

 △ＡＢＣ：△ＡＱＣ＝ＢＣ：ＱＣ 

Ａ 

Ｐ Ｂ Ｃ Ｑ 

Ａ 

Ｄ Ｂ Ｃ 

Ｖ 

直線ＢＣ上に点Ｄ、ＡＤ上に点Ｖをと

るとき、 

 △ＡＢＶ：△ＡＣＶ 

＝△ＡＢＤ：△ＡＣＤ 

＝△ＶＢＤ：△ＶＣＤ 

＝ＢＤ：ＤＣ 

 

 四角形ＡＢＶＣ：△ＶＢＣ 

＝ＡＶ：ＶＤ 

 

 △ＡＢＶ：△ＡＢＣ 

＝（ＡＶ・ＢＤ）：（ＡＤ・ＢＣ） 

Ｃ 

Ａ 

Ｄ 
Ｂ 

Ｗ 

直線ＢＣ上に点Ｄ、ＡＤの延長上に点

Ｗをとるとき、 

 四角形ＡＢＷＣ：△ＡＢＣ 

＝ＡＷ：ＡＤ 

 

 四角形ＡＢＷＣ：△ＷＢＣ 

＝ＡＷ：ＷＤ 

 

 △ＤＢＷ：△ＡＢＣ 

＝（ＤＷ・ＢＤ）：（ＡＤ・ＢＣ） 

高さの等しい２つの三角形の面積比 

内部点における線分比と面積比 

外部点における線分比と面積比 

証明は各自試みよ。 
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１０． メネラウスの定理 
 

 

 

 

三角形ＡＢＣの３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢまたはそれらの延長が、いずれの頂点

をも通らない１直線と交わる点をＰ，Ｑ，Ｒとすれば、 

1=××
RB
AR

QA
CQ

PC
BP

    

Ａ 

Ｒ 
Ｑ 

Ｂ Ｃ Ｐ 

メネラウスの定理 

メネラウスの定理の逆 

三角形ＡＢＣの３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢまたはその延長上の３点をそれぞれＰ，

Ｑ，Ｒとし、Ｐ，Ｑ，Ｒのうちの２点は辺上にあって残る１点が辺の延長上

にあるか、または３点ともに辺の延長上にあるとする。このとき 

1=××
RB
AR

QA
CQ

PC
BP

    

であれば、３点Ｐ，Ｑ，Ｒは１直線上にある。 

ドュザーグの定理 ２つの三角形ＡＢＣとＤＥＦがあり、 
３直線ＡＤ，ＢＥ，ＣＦが１点Ｓで交わ

るとき、もしＢＣとＥＦ、ＣＡとＦＤ及

びＡＢとＤＥまたはそれらの延長が交わ

れば、それらの交点Ｐ，Ｑ，Ｒは一直線

上にある。 
Ａ 

Ｂ 

Ｃ 

Ｒ 

Ｑ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｆ 

Ｓ 

Ｐ 

メネラウスの定理とその逆を用いて、 
証明は各自試みよ。 

各自、補助線を参考に証明を試みよ。 
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１１． チェバの定理 
 

 
 

三角形ＡＢＣの３頂点Ａ，Ｂ，Ｃと三角形の辺またはその延長上にない点Ｓ

を結ぶ直線が、それぞれ辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢまたはその延長と交わる点をＰ，

Ｑ，Ｒとすれば、 

1=××
RB
AR

QA
CQ

PC
BP

    

チェバの定理 

チェバの定理の逆 

三角形ＡＢＣの３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢまたは

その延長上の３点をそれぞれＰ，Ｑ，Ｒとし、

Ｐ，Ｑ，Ｒは全て３辺の上にあるか、または

そのうちの１点だけが辺上にあるとする。 
このとき 

1=××
RB
AR

QA
CQ

PC
BP

    

であれば、３直線ＡＰ，ＢＱ，ＣＲは１点で

交わるか、もしくは互いに平行である。 

Ａ 

Ｑ 

Ｐ Ｂ Ｃ 

Ｒ 

Ｓ 

1

    ;    ;

=
∆
∆

×
∆
∆

×
∆
∆

=××⇒

=
∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

BSC
CSA

ASB
BSC

CSA
ASB

RB
AR

QA
CQ

PC
BP

RB
AR

BSC
CSA

QA
CQ

ASB
BSC

PC
BP

CSA
ASB

 

メネラウスの定理と表現は同じになる！ 

Ａ 

Ｒ 

Ｐ Ｂ Ｃ 

Ｑ 
Ｓ 

点Ｐが辺ＢＣ上にあり、ＢＱ

//ＣＲの場合、下図のように

ＡＰ//ＢＱ//ＣＲとなる。 

Ａ 

Ｂ Ｃ Ｐ 

Ｑ 

Ｒ 

各図を参考に、証明は各自試みよ。 
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１２． 角の二等分線定理 
 

 
 
１３． アポロニウスの円と調和点列 
 
１３．１ アポロニウスの定理とアポロニウスの円 
 
アポロニウスの定理 
 ２定点Ａ，Ｂからの距離の比が１：１でなくｍ：ｎの定比であるような点Ｐは、

線分ＡＢをｍ：ｎに内分する点Ｃと外分する点Ｄを直径の両端とする定円周上にあ

る。この円をアポロニウスの円とよぶ。 
（証明）ＡＰ：ＢＰ＝ｍ：ｎとし、三角形ＡＰＢの内角Ｐの２等分線が辺ＡＢと交わる点

をＣ、外角Ｐの二等分線が辺ＡＢの延長と交わる点をＤとする。 
 内角二等分線定理よりＡＣ：ＢＣ＝ｍ：ｎ、外角二等分線定理よりＡＤ：ＢＤ＝ｍ：ｎ

となり、このような点Ｃ，Ｄは定点である。一方∠ＣＰＤ＝１８０／２＝∠Ｒより、点Ｐ

は線分ＣＤを直径とする円周上にある。逆も同様に証明できる。 
 

∠ＢＡＤ＝∠ＣＡＤ ⇒  

ＡＢ：ＡＣ＝ＢＤ：ＣＤ 

Ａ 

Ｄ 

Ｐ 

Ｂ Ｃ 

Ａ 

Ｄ Ｅ Ｂ Ｃ 

Ｐ ∠ＣＡＥ＝∠ＰＡＥ ⇒  

ＡＢ：ＡＣ＝ＢＥ：ＣＥ 

三角形の内角二等分線定理 

三角形の外角二等分線定理 

Ｑ 

ＢＡの延長上に点Ｐをとり、

ＡＰ＝ＡＣとすると、・・・・ 
（各自証明を試みよ。） 

ＡＢ上に点Ｑをとり、 
ＡＱ＝ＡＣとすると、・・・・ 
（各自証明を試みよ。） 
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（注）ｍ：ｎ＝１：１の特別な場合、この軌跡は２定点ＡＢの垂直二等分線になることは

自明である。 
 

 
 
（例）野球の内野守備とアポロニウスの円 
野球の内野手（遊撃手や二塁手）が、打者の打球のスピードと自身の足のスピードを考

慮しながら、特に打球スピードが速い場合、後方に走りこんで捕球することは、上図のア

ポロニウスの円を見ればすぐ分かってもらえると思う。つまりアポロニウスの円は打球の

捕球可能範囲を表している。当然打者の打球スピードが速くなる（ｍの値が大きくなる）

ほど、アポロニウスの円の領域は狭くなり、捕球確率は減る。 
 
１３．２ 調和点列 
上図のアポロニウス円上の４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄは調和点列を成している。 

 
調和点列 
 ２点Ｃ，Ｄがそれぞれ線分ＡＢ上とその延長上にあり、 
            ＡＣ：ＣＢ＝ＡＤ：ＤＢ  
の関係にある（すなわち内分比と外分比が等しい関係にある）とき、点Ｃ，Ｄは線

分ＡＢを「調和に分ける」といい、４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄは調和点列を成すという。 
 

 

調和点列 

Ａ Ｃ Ｂ Ｄ 

アポロニウスの円 

Ｐ 

Ｃ Ｄ Ａ Ｂ 

Ｅ 

Ｐ 
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 ＡＣ／ＣＢ＝ＡＤ／ＤＢの式を変形すると、 
         ＡＣ・（ＡＤ－ＡＢ）＝ＡＤ・（ＡＤ－ＡＢ） 
を得るので、両辺をＡＢ・ＡＣ・ＡＤで割れば、 

           
ADABABAC
1111

−=−  

の関係を得る。すなわち線分の長さの逆数が等差数列の関係になっている。すなわち調和

点列は、以下で定義する調和数列の性質を持っている。 
 
調和数列 
数列 }{ na において、各項の逆数が等差数列をなすとき、すなわち 

           daaaa nnnn
=−=−

−− 11

1111
 

の関係を満たすとき、この数列を調和数列と呼ぶ。この数列の一般解は 

0

0

1 and
a

an ⋅+
=  

で与えられる。 
 
 この調和という言葉は、音楽から来ているようである。古代ギリシャの数学者ピタゴラ

スは、楽器の弦の長さと音の間に一定の関係があることを見出した。 
• 弦の長さを半分にすると、もとの音より１オクターブ（８度）高くなる。 
• 弦の長さを３分の２にすると、もとの音より５度高くなる。 

さて 21,32,1 という３数間には上記の調和数列の関係がある（確かめよ）。実際「ドソド」

「ミシミ」などを調和音というらしい。 
 
１４． 三角形の５心 
 
１４．１ 重心 
 
三角形の重心 
 三角形の３本の中線（頂点と対辺の中点を結ぶ直線）は１点で交わり、各中線は

この点で２：１の比に分けられる。この点を重心と呼ぶ。 
（同じ厚さの厚紙で作った三角形を重心に通した糸でつるすと厚紙三角形は形状によらず

水平に安定するはずである。） 
（題意）辺ＢＣ，ＣＡの中点をＤ、Ｅとし、中線ＡＤ，ＢＥの交点をＧとする。ＣＧとＡ

Ｂの交点ＮがＡＢの中点であることを証明すればよい。 
（証明）オーソドックスな証明法 
ＧＤを延長してＧＤ＝ＤＰとなる点Ｐをとると、四角形ＢＧＣＰはその対角線が互いを２

等分しているので平行四辺形となる。ゆえにＧＭ//ＰＣ。一方ＥはＡＣの中点より、中点

連結定理からＧはＡＰの中点となる。またＧＦ//ＰＢであり、ＧはＡＰの中点なので、中

点連結定理からＮはＡＢの中点となる。ＧはＡＰの中点、ＤはＧＰの中点より、ＡＧ：Ｇ

Ｄ＝２：１がいえる。同様にＢＧ：ＧＥ＝２：１、ＣＧ：ＧＦ＝２：１もいえる。 
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（例題）チェバの定理の逆を用いて、三角形の重心は１点で交わることを証明せよ。（証明

は各自試みよ。） 
 

 
 
１４．２ 外心 
 
三角形の外心 
 三角形の３つの辺の垂直二等分線は１点で交わる。この点を外心と呼ぶ。外心は

三角形の外接円の中心である。 
（証明）辺ＢＣの垂直二等分線と辺ＣＡの垂直二等分線の交点をＯとすると、ＯＢ＝ＯＣ、

ＯＣ＝ＯＡが成立するから、ＯＡ＝ＯＢがいえる。二等辺三角形の性質より、点Ｏは辺Ａ

Ｂの垂直二等分線上にある。 
 
外心ＯはＯＡ＝ＯＢ＝ＯＣの関係にあるので、Ｏを中心、ＯＡを半径とする円は三角形Ａ

ＢＣの３つの頂点を通る。この円を三角形ＡＢＣの外接円と呼ぶ。 

 
 
１４．３ 垂心 
 
三角形の垂心 
 三角形の各頂点からその対辺に下ろした３つの垂線は１点で交わる。この点を垂

心と呼ぶ。 

ＯＡ＝ＯＢ＝ＯＣ 

三角形の外心Ｏ 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ 
Ｂ Ｃ 

Ｅ 

Ｏ 

ＡＧ：ＧＤ＝ＢＧ：ＧＥ＝ＣＧ：ＧＦ 
     ＝２：１ 

Ｃ 

三角形の重心Ｇ 

6ABCAGECGE
CGDBGDBFGAFG

∆=∆=∆
=∆=∆=∆=∆

 

からも２：１の関係は簡単に導ける。 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ Ｂ 

Ｅ 

Ｇ 
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（証明法１）エレガントな証明と言われている。 
下右図のように三角形ＡＢＣの各頂点を通ってその対辺に平行な平行線を引き三角形ＰＱ

Ｒを作る。このとき四角形ＡＢＣＱ，ＡＲＢＣ，ＡＢＰＣはいずれも平行四辺形なので、

ＡＱ＝ＡＲ＝ＢＣ，ＢＲ＝ＢＰ＝ＣＡ，ＣＰ＝ＣＱ＝ＡＢとなり、三角形ＡＢＣの各頂点

から対辺に下ろした垂線は三角形ＰＱＲの各辺の垂直二等分線になるので、これらは三角

形ＰＱＲの外心Ｈで交わる。（三角形ＡＢＣの垂心は三角形ＰＱＲの外心に一致） 
 
（証明法２）オーソドックスな証明法（右下図参照） 
点Ｄ，Ｅをそれぞれ頂点Ａから対辺ＢＣおよび頂点Ｂから対辺ＣＡへの垂線の足とする。

４点Ａ，Ｂ，Ｄ，Ｅの共円と４点Ｃ，Ｄ，Ｈ，Ｅの共円をまず証明し、ＡＢとＣＦが垂直

であることを示せばよい。（適度な演習問題になるので、各自証明を完成させよ。） 
 

 
 
（例題）チェバの定理の逆を用いて、三角形の垂心の存在を証明せよ。（証明は各自試みよ。） 
 
次の事実は大変美しい。 
三角形の外心・重心・垂心の共線関係 
 三角形の外心Ｏ・重心Ｇ・垂心Ｈは一直線上にあり、ＯＧ：ＧＨ＝１：２である。 
この直線を三角形のオイラー線と呼ぶ。 
（証明）下図でＢＯの延長と三角形ＡＢＣの外接円Ｏとの交点をＫとする。ＢＫは円Ｏの

直径より∠ＢＡＫ＝∠ＢＣＫ＝∠Ｒ。ＫＡ⊥ＡＢ、ＣＨ⊥ＡＢよりＫＡ//ＣＨ。ＡＨ⊥Ｂ

Ｃ、ＫＣ⊥ＢＣよりＡＨ//ＫＣ。従って四角形ＡＨＣＫは平行四辺形でＡＨ＝ＫＣ。一方、

三角形ＫＢＣにおいてＯはＢＫの中点、ＯＤ//ＫＣより、中点連結定理からＫＣ＝２ＯＤ。 

ゆえにＡＨ＝２ＯＤ。ＡＤとＯＨの交点をＬとおくと、ＯＤ⊥ＢＣ、ＡＨ⊥ＢＣよりＯＤ

//ＡＨなので、ＡＬ：ＬＤ＝ＡＨ：ＯＤ＝２：１がいえる。ＤはＢＣの中点なのでＡＤは

中線になり、Ｌは中線を２：１に分けているので、Ｌは重心Ｇに一致する。 

三角形の垂心Ｈ 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ Ｂ Ｃ 

Ｅ 

Ｈ 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ Ｂ Ｃ 

Ｅ 

Ｈ 

Ｒ Ｑ 

Ｐ 

∠ＢＨＣ＝２∠Ｒ－∠Ａ 

∠ＣＨＡ＝２∠Ｒ－∠Ｂ 

∠ＡＨＢ＝２∠Ｒ－∠Ｃ 
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次の事実も大変美しい。 
九点円（フォイエルバッハ円） 
 三角形において、その３辺の中点、各頂点から対辺へ下ろした垂線の足、垂心と

各頂点を結ぶ線分の中点の計９つの点は同一円周上にある（共円である）。 
この九点円の中心Ｎは、三角形の外心Ｏ・重心Ｇ・垂心Ｈの３点が作るオイラー

線上にあり、ＮはＯＨの中点でもある。 
（証明は各自試みよ。） 
 
１４．４ 内心 
 
三角形の内心 
 三角形の３つの内角の２等分線は１点で交わる。この点を内心と呼ぶ。内心は内

接円の中心でもある。 
    
（証明）オーソドックスな証明法 
三角形ＡＢＣの内角Ａの二等分線と内角Ｂの二等分線の交点Ｉから３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ

へ下ろした垂線の足をそれぞれＲ，Ｓ，Ｔとする。直角三角形の合同条件（斜辺と一つの

鋭角が等しい）より BRIBTIASIATI ∆≡∆∆≡∆ , より、ＩＳ＝ＩＴ＝ＩＲがいえる。ＩＳ

＝ＩＲより直角三角形の合同条件（斜辺と一つの鋭角が等しい）から CSICRI ∆≡∆ で、∠

ＲＣＩ＝∠ＳＣＩがいえ、点Ｉが内角Ｃの二等分線上にもあることが示された。 
 
（例題）内角の二等分線定理とチェバの定理の逆を併用して、三角形の内心の存在を証明

せよ。（各自確認せよ）。 
 
この場合、ＩＲ＝ＩＳ＝ＩＴより、内心Ｉを中心とし、ＩＲを半径とする円を書けば、

この円は三角形の各辺に接する。この円を三角形の内接円という。 
cABbCAaBC ===   ,  ,  

とおき、上記の証明の合同条件 CSICRIBRIBTIASIATI ∆≡∆∆≡∆∆≡∆ ,, より 
zCSCRyBRBTxATAS ======   ,  ,  

ＡＨ＝ＣＫ＝２ＯＤ 
ＡＤとＯＨの交点が重心Ｇに一致 

三角形の外心Ｏ、重心Ｇ、垂心Ｈ

の共線（オイラー線）関係  

Ａ 

Ｋ 

Ｄ Ｂ Ｃ 

Ｈ 
Ｏ 

重心Ｇ 



 
 

30. Aug. 2005 
 

Copyright © 2005: S&J Book Center Co. Ltd.  All rights reserved. 
 
 

とおくと、連立方程式 
           cyxbxzazy =+=+=+   ,  ,  
を得るから、これを解けば、下記のようになる。よく三角形の周囲長 cba ++ の半分の長

さを媒介変数 [ ] 2cbas ++= として使うことがある。 
 

 
 
１４．５ 傍心 
 
三角形の傍心 
 三角形の１つの内角の２等分線と他の２つの頂点における外角の二等分線は１点

で交わる。この点を傍心と呼ぶ。傍心は１つの三角形に３つある。傍心は傍接円の

中心でもある。 
    
（証明）オーソドックスな証明法 
三角形ＡＢＣの外角Ｂの二等分線と外角Ｃの二等分線の交点をＩ１とし、Ｉ１から辺ＢＣ，

辺ＣＡの延長および辺ＡＢの延長へ下ろした垂線の足をそれぞれＲ１，Ｓ１，Ｔ１とする。 
直角三角形の合同条件（斜辺と一つの鋭角が等しい）より 

11111111 , ICRICSIBRIBT ∆≡∆∆≡∆ となり、Ｉ１Ｔ１＝Ｉ１Ｒ１＝Ｉ１Ｓ１がいえる。Ｉ１Ｔ

１＝Ｉ１Ｓ１より直角三角形の合同条件（斜辺と一つの鋭角が等しい）から 1111 IASIAT ∆≡∆
で、∠Ｔ１ＡＩ１＝∠Ｓ１ＡＩ１がいえ、点Ｉ１が内角Ａの二等分線上にもあることが示され

た。同様にして、傍心Ｉ２，Ｉ３の存在も示される。 
 
（例題）外角の二等分線定理とチェバの定理の逆を併用して、三角形の傍心の存在を証明

せよ。（各自確認せよ）。 
 

三角形の内心Ｉ Ａ 

Ｔ 

Ｒ Ｂ Ｃ 

Ｓ 

Ｉ 

x  x  

y  

y  z  

z  

( )

( )

( )

( )cbacsz

bacbsy

acbasx

cbas

cABbCAaBC

−+⋅=−=

−+⋅=−=

−+⋅=−=

++⋅=

===

2
1
2
1
2
1

2
1

  ,  ,

 

内接円の半径  

( )cba
ABC

s
ABC

r
++

∆⋅
=

∆
=

2
 

∠ＢＩＣ＝∠Ｒ＋（∠Ａ／２） 

∠ＣＩＡ＝∠Ｒ＋（∠Ｂ／２） 

∠ＡＩＢ＝∠Ｒ＋（∠Ｃ／２） ( ) srrcba

crbrar

ABICAIBCIABC

=++=

++=

∆+∆+∆=∆

2
1

2
1

2
1

2
1
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 さて各傍心を中心とし、三角形の１辺と他の２辺の延長に接する円を下図のように書く

ことが出来る。この３つの円を傍接円と呼ぶ。 
 

 
 

11111111 , ICRICSIBRIBT ∆≡∆∆≡∆ よりＢＲ１＝ＢＴ１，ＣＲ１＝ＣＴ１がいえる。 ＢＣ

＝ＢＲ１＋ＣＲ１にも注意すると、 
ＢＣ＋ＣＡ＋ＡＢ＝（ＢＲ１＋ＣＲ１）＋ＣＡ＋ＡＢ＝（ＢＴ１＋ＣＴ１）＋ＣＡ＋ＡＢ 
＝（ＡＢ＋ＢＴ１）＋（ＣＡ＋ＣＴ１）＝ＡＴ１＋ＢＴ１ 
である。 1111 IASIAT ∆≡∆ よりＡＴ１＝ＢＴ１であるから、 

   

( )

( )

( ) BTBRcbabsCSCR

CSCRcbacsBTBR

cbasASAT

==+−=−==

==−+=−==

++===

2
1
2
1

2
1

11

11

11

 

三角形の３傍心Ｉ１、Ｉ２，Ｉ３ 

Ａ 

Ｔ 

Ｒ 
Ｂ Ｃ 

Ｓ Ｉ 

Ｔ１ 

Ｔ２ 

Ｔ３ 

Ｒ１ 

Ｓ１ 

Ｓ３ 

Ｒ３ 

Ｓ２ 

Ｒ２ 

Ｉ１ 

Ｉ２ 

Ｉ３ 
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がいえる。全く同様にして 

( )

( )

( ) ATAScbaasCSCR

cbasBTBR

CSCRcbacsASAT

==++−=−==

++===

==−+=−==

2
1

2
1

2
1

22

22

22

 

( )

( )

( )cbasCSCR

ATAScbaasBTBR

BTBRcbabsASAT

++===

==++−=−==

==+−=−==

2
1

2
1
2
1

33

33

33

 

となる。 
 
次の事実も大変美しい。 
三角形の内心と３傍心の関係 
 三角形の内心Ｉは３傍心を頂点とする三角形Ｉ１Ｉ２Ｉ３の垂心である。 
（各自証明せよ。∠Ｉ１ＡＩ２＝∠Ｉ２ＢＩ３＝∠Ｉ３ＣＩ１＝∠Ｒはすぐいえる。） 

∠ＢＩ１Ｃ＝２∠Ｒ－∠ＢＩＣ＝∠Ｒ－（∠Ａ／２） 

∠ＣＩ２Ａ＝２∠Ｒ－∠ＣＩＡ＝∠Ｒ－（∠Ｂ／２） 

∠ＡＩ３Ｂ＝２∠Ｒ－∠ＡＩＢ＝∠Ｒ－（∠Ｃ／２） 

の関係もすぐ分かる。 
 
１４．６ 垂足三角形 
 三角形の各頂点から対辺へ下ろした垂線の足を結んで出来る三角形を垂足三角形という。 
 

 
 
 

鋭角三角形△ＡＢＣの垂心Ｈは 
垂足三角形△ＤＥＦの内心に一致 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ Ｃ Ｂ 

Ｅ 
Ｈ 
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垂足三角形の性質１ 
 鋭角三角形ＡＢＣの垂心Ｈは垂足三角形ＤＥＦの内心に一致し、また鋭角三角形

ＡＢＣの３頂点Ａ，Ｂ，Ｃが垂足三角形ＤＥＦの各傍心に一致する。 
 鈍角三角形ＡＢＣの垂心Ｈは垂足三角形ＤＥＦの各傍心に一致する。 
（証明）最初の部分だけ証明を示す。残りの２つは各自、図を参考に証明を試みよ。 
下図で４点Ｃ，Ｄ，Ｈ，Ｅは∠ＣＤＨ＝∠ＣＥＨ＝∠Ｒより共円であり、円周角の定理

から、∠ＨＤＥ＝∠ＨＣＥ＝∠ＦＣＡ＝∠Ｒ－∠ＢＡＣ。また４点Ｂ，Ｄ，Ｈ，Ｆは∠Ｂ

ＤＨ＝∠ＢＦＨ＝∠Ｒより共円であり、円周角の定理から、∠ＨＤＦ＝∠ＨＢＦ＝∠ＥＢ

Ａ＝∠Ｒ－∠ＢＡＣ。ゆえに、∠ＨＤＥ＝∠ＨＤＦ。同様に４点Ａ，Ｅ，Ｈ，Ｆが共円で

あることも使えば、∠ＨＥＤ＝∠ＨＥＦおよび∠ＨＦＥ＝∠ＨＦＤもいえる。従って鋭角

三角形ＡＢＣの垂心Ｈは垂足三角形ＤＥＦの内心に一致することが証明された。 
 
垂足三角形の性質２ 
 与えられた鋭角三角形の各辺上に頂点を持つ三角形のうち、周囲の長さが最小な

ものは垂足三角形である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（証明）鋭角三角形ＡＢＣの辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ上にそれぞれ点Ｐ，Ｑ，Ｒをとる。まず

点Ｑを固定する。いま点Ｑの辺ＡＢおよび辺ＢＣに関する対称点をそれぞれ点Ｑ’及びＱ’’

とする。このとき対称点の性質より、ＱＲ＝Ｑ’Ｒ，ＰＱ＝ＰＱ’’であるので、三角形Ｐ

ＱＲの周囲長は、 
       ＱＲ＋ＲＰ＋ＰＱ＝Ｑ’Ｒ＋ＲＰ＋ＰＱ’’≧Ｑ’Ｑ’’ 
となり、Ｒは直線Ｑ’Ｑ’’と辺ＡＢの交点、Ｐは直線Ｑ’Ｑ’’と辺ＢＣの交点であれば、

△ＰＱＲの周囲長を最小に出来ることがわかる。このとき、△ＢＱ’Ｑ’’に注目すると、

ＢＱ＝ＢＱ’＝ＢＱ’’であり、∠Ｑ’ＢＡ＝∠ＱＢＡ，∠ＱＢＣ＝∠Ｑ’’ＢＣより∠Ｑ’

ＢＱ’’＝２∠ＡＢＣとなる。つまり点Ｑを辺ＢＣ上で動かしたとき、二等辺三角形ＢＱ’

Ｑ’’は頂角一定のまま、長さＢＱに比例して相似に動くことが分かる。従って△ＰＱＲの

鋭角三角形内で周囲最小の三角形が垂足三角形であることの証明 

Ｃ 

Ｒ 
Ｑ 

Ｐ 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ Ｂ 

Ｅ 
Ｈ 

Ｑ’’ 

Ｑ’ 

Ｃ Ｂ 

Ａ 

Ｆ 

Ｄ 

Ｅ 
Ｈ 

Ｅ’’ 

Ｅ’ 
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周囲長（＝Ｑ’Ｑ’’）を最小にするには、ＢＱの長さを最小にすればよい。つまり点Ｑが

頂点Ｂから辺ＣＡへの垂線の足Ｅに一致するとき、△ＰＱＲの周囲長は最小になる。 
一方、点Ｅの辺ＡＢおよび辺ＢＣに関する対称点をそれぞれ点Ｅ’及びＥ’’とすると、

垂足三角形の性質１から４点Ｅ’，Ｆ，Ｄ，Ｅ’’は一直線上にあることが分かる。従って、 
点Ｑが点Ｅに一致したとき、点Ｐは頂点Ａから辺ＢＣへの垂線の足Ｄに、点Ｒは頂点Ｃか

ら辺ＡＢへの垂線の足Ｆに一致することが分かる。 
 
（注）このような問題を例えば大学初年級で学ぶ変分法などを用いて解析的に解こうとす

ると、かなり煩雑で相当な計算労力を要する。以下の証明に見るように、こうした問題へ

の初等幾何がもつ威力を理解してほしい。 
 
１５． ３辺の長さが既知の三角形に関する情報 
 
１５．１ 三角形の面積に関するヘロンの公式 
３辺の長さが既知であれば、三角形は合同条件より１つに定まる。その場合に、三角形の

面積を簡便に求める公式がヘロンの公式である。 
 
ヘロンの公式 
 ３辺の長さが cABbCAaBC ===   ,  , で与えられる 
三角形ＡＢＣの面積は、 [ ] 2cbas ++= を媒介変数として用いれば、 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )cbacbacbacba

csbsassABC

−+⋅+−⋅++−⋅++⋅=

−⋅−⋅−⋅=∆

4
1  

で与えられる。 
 

この方法のオーソドックスな証明法は三平方の定理を用いた方法が知られているが、それ

は別稿で述べるとして、本稿では内心と傍心の関係を利用して相似を用いて証明する方法

を紹介する。 

（証明） 

ＡＢ⊥ＩＴ，ＡＢ⊥Ｉ１Ｔ１より、ＩＴ//Ｉ１Ｔ１。ゆえに 

ＴＩ：Ｔ１Ｉ１＝ＡＴ：ＡＴ１ ⇒ ( ) ( ) sasRrsasRr −=⇒−= 11   ::  
∠ＩＢＴ＝∠ＢＩ１Ｔ１、∠ＩＴＢ＝∠ＢＴ１Ｉ１より△ＩＢＴ∽△ＢＩ１Ｔ１。ゆえに 
ＴＩ：ＴＢ＝ＴＢ１：ＴＩ１ ⇒ ( ) ( )csbsRr −⋅−=⋅ 1  
この２式から 1R を消去して、内接円の半径 

      
( ) ( ) ( )

s
csbsas

r
−⋅−⋅−

=  

を得る。これを 

( ) srrcbacrbrar

ABICAIBCIABC

=++=++=

∆+∆+∆=∆

2
1

2
1

2
1

2
1  

に代入して、ヘロンの公式が導出できた。 
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１５．２ 内接円および傍接円の半径 
１５．１におけるヘロンの公式の導出過程から、３辺の長さが既知の三角形の内接円およ

び傍接円の半径を求めることが出来る。 
 
内接円および傍接円の半径 
３辺の長さが cABbCAaBC ===   ,  , で与えられる三角形ＡＢＣの 
内接円の半径は、 [ ] 2cbas ++= を媒介変数として用いれば、 

( )
( ) ( ) ( )

s
csbsas

s
ABC

cba
ABC

r
−⋅−⋅−

=
∆

=
++

∆⋅
=

2
 

で与えられる。また三角形ＡＢＣの３つの傍接円の半径は、 

        

cs
bsass

cs
s

R

bs
ascss

bs
s

R

as
csbss

as
s

R

−
−⋅−⋅

=
−

=

−
−⋅−⋅

=
−

=

−
−⋅−⋅

=
−

=

)()(

)()(

)()(

3

2

1

 

で与えられる。 
 

内接円と傍接円を利用した 
ヘロンの公式の導出 

Ａ 

Ｔ 

Ｒ 
Ｂ Ｃ 

Ｓ Ｉ 

Ｔ１ 

Ｒ１ 

Ｓ１ 

Ｓ２ 

Ｉ１ 
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１５．３ 外接円の半径 
 
外接円の半径 
３辺の長さが cABbCAaBC ===   ,  , で与えられる三角形ＡＢＣの 
外接円の半径は、 [ ] 2cbas ++= を媒介変数として用いれば、 

( ) ( ) ( )csbsass
abc

ABC
abc

R
−⋅−⋅−⋅

=
∆

=
44

 

で与えられる。 
 
（証明）下図で、Ａから△ＡＢＣの外接円の中心Ｏを通る直径を引き、直径の他端をＤと

する。またＡからＢＣへの垂線の足をＨとする。 
RADhAHcABbCAaBC 2  ,  ,  ,  , =====  

とおく。円周角の定理より∠ＡＣＨ＝∠ＡＤＢであり、直径に対する円周角より∠ＡＨＣ

＝∠ＡＢＤ＝∠Ｒなので、二角相等で△ＡＣＨ∽△ＡＤＢがいえる。 

ゆえに ＡＣ：ＡＨ＝ＡＤ：ＡＢ⇒ hbcRcRhb 2:2: =⇒=  

一方△ＡＢＣの面積は 2ahABC =∆ と書けるので、結局上式を得る。 

 
高校で履修する正弦定理もこの円周角の定理を用いる解法を利用して導かれる。 
正弦定理を以下に記しておく。 
 
正弦定理 
３辺の長さが cABbCAaBC ===   ,  , で与えられる三角形ＡＢＣの 
外接円の半径は、 

C
C

B
b

A
a

R
sinsinsin

2 ===  

で与えられる。 
 

１５．４ 三角形の内心と外心の間の距離 
高校入試の図形問題によく出題されるものの一つに、以下に述べる図形形態がある。 

Ａ 

Ｈ 

Ｄ 

Ｂ Ｃ 

Ｏ 
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３辺の長さが cABbCAaBC ===   ,  , で与えられる△ＡＢＣの、 
頂角Ａの二等分線が対辺ＢＣと交わる点をＤ，外接円Ｏと交わる点をＥとする。 
また△ＡＢＣの内心をＩとする。このとき次の関係式が成立する。 

         

a
cbacba

bc
CEBEEI

cb
cbacba

bc
AE

cb
cbacbabc

AD

cb
ab

DCcb
ac

BD

⋅
++−++

===

+⋅
++−++

=

+
++−++

=

+
=

+
=

))((

)(
))((

))((

   ;  

 

また内心Ｉと各頂点との間の距離は次式で与えられる。 

         

cba
cbaab

s
abcs

CI

cba
cbaca

s
cabs

BI

cba
cbabc

s
bcas

AI

++
−+

=
⋅−

=

++
+−

=
⋅−

=

++
++−

=
⋅−

=

)()(

)()(

)()(

 

 

 

いま上図で、ＡＤ＝ｘ，ＡＥ＝ｙ，ＢＥ＝ｚとおく。角の二等分線定理より、 
ＡＢ：ＡＣ＝ＢＤ：ＤＣなので、 )(   ;  )( cbabDCcbacBD +=+=  
円周角定理と仮定より、∠ＥＢＣ＝∠ＥＡＣ＝∠ＢＡＥ＝∠ＢＣＥ，∠ＡＥＣ＝∠ＡＢＣ

がいえる。従ってＢＥ＝ＣＥがまずいえ、また∠ＥＢＩ＝∠ＥＢＣ＋∠ＩＢＣ＝∠ＥＢＣ

＋（∠ＡＢＣ／２）＝∠ＢＡＥ＋（∠ＡＢＣ／２）＝∠ＢＡＥ＋∠ＩＢＡ＝∠ＢＩＥから、 

ＢＥ＝ＩＥもいえる。 

Ａ 

Ｉ 

Ｄ Ｂ Ｃ 

Ｏ 
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△ＡＢＤ∽△ＣＥＤ（２角相等）⇒ ＡＢ：ＡＤ＝ＣＥ：ＣＤ 

⇒ ＡＢ・ＣＤ＝ＡＤ・ＣＥ ⇒ )( cbabcxz +=  

△ＡＢＤ∽△ＣＥＤ（２角相等）⇒ ＡＤ：ＢＤ＝ＣＤ：ＥＤ 

 ⇒ ＡＤ・ＥＤ＝ＢＤ・ＣＤ（次章の方べきの定理）⇒ 
22 )()( cbbcaxyx +=−⋅  

△ＡＢＤ∽△ＡＥＣ（２角相等）⇒ ＡＢ：ＡＤ＝ＡＥ：ＡＣ 

⇒ ＡＢ・ＡＣ＝ＡＤ・ＡＥ ⇒ bcxy =  

この３つの式を連立して解けば、ｘ，ｙ，ｚが得られる。（各自確認せよ。） 

ＡＩ，ＢＩ，ＣＩの値は、三平方の定理を使えば内接円の半径からすぐ求められるが、

例えばＡＩ＝ＡＥ－ＩＥ＝ＡＥ―ＢＥ＝ｙ－ｚとして、上記の関係より得ることも出来る。 

 
三角形の内心と外心の間の距離 
 三角形ＡＢＣの外心をＯ、内心をＩ、外接円および内接円の半径をそれぞれＲ，ｒとす

れば、次の関係式が成立する。 
               ＯＩ２＝Ｒ２－２Ｒｒ 
 

 
 
（証明）上右図で、Ｅを通る直径ＥＦを作り、また内接円と辺ＣＡとの接点をＳとすれば、

円周角の定理と仮定より、∠ＥＢＦ＝∠ＩＳＡ＝∠Ｒ，∠ＥＦＢ＝∠ＥＡＢ＝∠ＩＡＳか

ら、△ＥＢＦ∽△ＩＳＡ（２角相等）。ゆえにＥＦ：ＥＢ＝ＩＡ：ＩＳ。 

ＥＦ＝２Ｒ，ＩＳ＝ｒ，ＥＢ＝ＩＥより、 

  ２Ｒｒ＝ＥＦ・ＩＳ＝ＥＢ・ＩＡ＝ＩＥ・ＩＡ 
ところで、２点ＯとＩを通る直線と円Ｏとの交点（直径の両端）をそれぞれＫ，Ｌとする

と、△ＩＡＫ∽△ＩＬＥ（２角相等）よりＩＡ：ＩＫ＝ＩＬ：ＩＥ（方べきの定理）から 

  ＩＥ・ＩＡ＝ＩＫ・ＩＬ＝（Ｒ＋ＯＩ）（Ｒ－ＯＩ）＝Ｒ２－ＯＩ２ 
従って２Ｒｒ＝Ｒ２－ＯＩ２となり、求めるべき関係式は得られた。 
 
三角形の内心と垂心の間の距離 
 三角形ＡＢＣの内心をＩ、垂心をＨ、頂点Ａから辺ＢＣに下ろした垂線の足をＤ、内接

円の半径をｒとすれば、次の関係式が成立する。 
               ＩＨ２＝２ｒ２－ＡＨ・ＨＤ 
（各自証明を試みよ。） 

Ａ 

Ｉ 

Ｄ Ｂ Ｃ 
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１６． 円と相似 
円周角の定理は既知とする。以下の定理を使う問題は、非常によく出題される。 

 
１６．１ 接弦定理 

 
 
１６．２ トレミーの定理 
 
トレミー（プトレマイオス）の定理とその逆 
 四角形ＡＢＣＤが円に内接しているとき、次式が成立する。 
          ＡＢ・ＣＤ＋ＢＣ・ＤＡ＝ＡＣ・ＢＤ 
またこの式が成立すれば、四角形ＡＢＣＤが円に内接している。 

 

 

以下に述べる証明法は、補助線を１本引くことで全てを解決するエレガントなものとし

て幾何の分野では有名であるが、なかなか独力で気づけるものではない。こういう証明法

もあるのだと楽しんでほしい。 
（証明）対角線ＢＤ上に∠ＢＡＥ＝∠ＣＡＤとなるように点Ｅをとる。 

ＡＢ・ＣＤ＋ＢＣ・ＤＡ＝ＡＣ・ＢＤ 

Ａ 

Ｅ 

Ｄ 

Ｂ Ｃ 

接弦定理 
直線ＱＴＰを円Ｏの接線、 

Ｔを接点とすると、 

∠ＯＴＰ＝∠ＯＴＡ＋∠ＡＴＰ＝∠Ｒ 

円周角と中心角の関係より 

∠ＡＢＴ＝∠ＡＯＴ／２ 

ＯＡ＝ＯＴより 

∠ＯＴＡ＝（２∠Ｒ－∠ＡＯＴ）／２ 

    ＝∠Ｒ－∠ＡＢＴ 

以上より∠ＡＴＰ＝∠ＡＢＴがいえる。 

 

Ａ 

Ｔ Ｐ 

Ｏ 
Ｂ 

Ｃ 
Ｄ 

Ｑ 

接弦定理 

∠ＡＴＰ＝∠ＡＢＴ＝∠ＡＣＴ 

∠ＢＴＱ＝∠ＢＡＴ＝∠ＢＤＴ 
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円周角の定理より∠ＡＢＥ＝∠ＡＣＤなので、二角相等で△ＡＢＥ∽△ＡＣＤ。 

よってＡＢ：ＢＥ＝ＡＣ：ＣＤ。これよりＡＢ・ＣＤ＝ＡＣ・ＢＥを得る。 

一方∠ＢＡＥ＋∠ＥＡＣ＝∠ＣＡＤ＋∠ＥＡＣより∠ＢＡＣ＝∠ＥＡＤ 

また円周角の定理より∠ＡＣＢ＝∠ＡＤＥなので、二角相等で△ＡＢＣ∽△ＡＥＤ。 

よってＡＣ：ＢＣ＝ＡＤ：ＥＤ。これよりＡＤ・ＢＣ＝ＡＣ・ＥＤを得る。 

 ２式を辺々加えれば、ＡＢ・ＣＤ＋ＡＤ・ＢＣ＝ＡＣ・（ＢＥ＋ＥＤ）＝ＡＣ・ＢＤ。 
逆については、上記の証明を参考に、各自証明を試みよ。 

 
 トレミーの定理は次のような問題で、威力を発揮する。 
命題 
 円に内接する正三角形ＡＢＣがある。弧ＡＢ上に１点Ｐをとるとき、 
             ＰＡ＋ＰＢ＝ＰＣ 
（次の命題の証明を参考に、各自証明を試みよ。） 
 
命題 
 円に内接する正五角形ＡＢＣＤＥがある。弧ＡＢ上に１点Ｐをとるとき、 
            ＰＡ＋ＰＤ＋ＰＢ＝ＰＥ＋ＰＣ 
（証明）正五角形の各辺の長さをｘ、対角線は全て等しいので、これをｙとおく。 
四角形ＰＢＤＡにトレミーの定理を適用して、ＰＡ・ｙ＋ＰＢ・ｙ＝ＰＤ・ｘ 
ゆえに、ＰＡ＋ＰＢ＋ＰＤ＝ＰＤ・（ｘ＋ｙ）／ｙ 
四角形ＰＣＤＥにトレミーの定理を適用して、ＰＥ・ｘ＋ＰＣ・ｘ＝ＰＤ・ｙ 
ゆえに、ＰＥ＋ＰＣ＝ＰＤ・ｙ／ｘ 
四角形ＡＢＣＥにトレミーの定理を適用して、ｘｙ＋ｘ２＝ｙ２ 
ゆえに、（ｘ＋ｙ）／ｙ＝ｙ／ｘ。 以上より、ＰＡ＋ＰＤ＋ＰＢ＝ＰＥ＋ＰＣがいえた。 
 
また、トレミーの定理は次の定理に拡張される。 

 
トレミーの定理の拡張 
 一般の四角形ＡＢＣＤに対し、次式が成立する。 
          ＡＢ・ＣＤ＋ＡＤ・ＢＣ ≥ＡＣ・ＢＤ 
等号は、四角形ＡＢＣＤが円に内接する場合にのみ成立する。 

 

 
 

証明は、補助線を参考に各自行え。相似と比例式をうまく使えばよい。 

Ａ 

Ｅ 

Ｄ 

Ｂ  

 
ＡＢ・ＣＤ＋ＡＤ・ＢＣ≥ＡＣ・ＢＤ 
 

Ｃ 
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１６．３ 方べきの定理 
円と相似に関連して、最もよく見受けられる定理が以下の方べきの定理である。方べきの

定理の逆（以下の式が成立すれば、４点は同一円周上にある）も成立する。次節で後述す

るように、平方根の作図という重要な課題にも密接に関係している。 
 

 

 

 
 
１６．４ 円に内接する四角形 
 
４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄが同一円周上にある（共円である）ための必要十分条件 
（３点Ａ，Ｂ，Ｃを通る円つまり△ＡＢＣの外接円上に点Ｄがあるための条件） 
（１） ＯＡ＝ＯＢ＝ＯＣ＝ＯＤなる点Ｏが存在する 
（２） 円周角が等しい（例えば∠ＢＡＣ＝∠ＢＤＣ） 
（３） 一組の対角が補角をなす（例えば∠ＢＡＤ＋∠ＢＣＤ＝２∠Ｒ） 
（４） 一組の外角と内対角が等しい 
（５） 方べきの定理が成立（例えばＰＡ・ＰＣ＝ＰＢ・ＰＤ） 
（６） トレミーの定理が成立（ＡＢ・ＣＤ＋ＢＣ・ＤＡ＝ＡＣ・ＢＤ） 

 

Ａ 

Ｃ 

Ｂ 

Ｄ 

Ｐ 

Ａ 
Ｂ 

Ｐ 

Ｄ 

Ｃ 

方べきの定理：１ 

∠ＡＰＣ＝∠ＤＰＢ、円周角の定理より∠ＰＡＣ＝∠ＰＤＢ 

従って△ＡＰＣ∽△ＤＰＢ よってＡＰ：ＣＰ＝ＤＰ：ＢＰ 

ＡＰ・ＢＰ＝ＣＰ・ＤＰ 

Ｂ 

Ａ 

Ｔ Ｐ 

方べきの定理：２ ＡＰ・ＢＰ＝ＴＰ２ 

ＰＴは円Ｏの接線、∠ＡＰＴ＝∠ＴＰＢ、 

接弦定理より∠ＡＴＰ＝∠ＴＢＰ 

従って△ＡＰＴ∽△ＴＰＢ  

よってＡＰ：ＴＰ＝ＴＰ：ＢＰ 
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円に内接する四角形の面積 
 円に内接する四角形の４辺の長さが dcba  ,  ,  , で与えられるとき、 
この四角形の面積は、 [ ] 2dcbau +++= を媒介変数として用いれば、 

   

)()()()(4
1

)()()()(4
1

dcbadcbadcbadcba

ducubuau

−++⋅+−+⋅++−⋅+++−⋅=

−⋅−⋅−⋅−⋅
 

で与えられる。 
（注）この公式は、高校生にとっては余弦定理から簡単に導けるが、次のようにヘロンの

公式と相似を用いれば、中学生でも（計算は煩雑だが）証明可能である。 

 
（式の導出） dcbaBC ==== AB , DA ,CD  , とおく。ＡＣとＢＤの交点をＰとおくと、 
△ＰＡＤ∽△ＰＢＣ ⇒ acBCADPCPDPBPA :::: ===  

△ＰＡＢ∽△ＰＤＣ ⇒ bdDCABPCPBPDPA :::: ===  

以上より、 bcabdacdPDPCPBPA :::::: = がいえる。 
また、４三角形の面積比 )(:)(:)(:)(::: acdbcabdPDAPCDPBCPAB =∆∆∆∆ も

いえる。 kbcPDkabPCkdaPBkcdPA ==== ,,, とおき、トレミーの定理を適用する

と、
2)()( kdabccdabbdac ⋅+⋅+=+ となるので、 

          

bcdabccdab
bdac

PD

abdabccdab
bdac

PC

dadabccdab
bdac

PB

cddabccdab
bdac

PA

⋅
+⋅+

+
=

⋅
+⋅+

+
=

⋅
+⋅+

+
=

⋅
+⋅+

+
=

)()(

)()(

)()(

)()(

 

を得る。例えば△ＰＢＣの面積をヘロンの公式で表すと、 

  ](1[](1[]1)([]1)([)2( 2 dbkdbkdbkdbkaPBC −−⋅−+⋅−+⋅++=∆  

となり、面積比△ＰＢＣ：四角形ＡＢＣＤ＝ )()(:2 dabccdabbda +⋅+ なので、四角形

Ａ 

Ｐ 

Ｄ 

Ｂ Ｃ 
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ＡＢＣＤの面積は、 

)()()()(
4
1

4
})(){(})(){(

4
)}()())()}{()(()(){(

4
)()())(())()()((2

)()(

2222

22

2222222

2

dcbadcbadcbadcba

bd
dbcabdcadbbd

bd
bdacdbbcadcdabbcadcdabbdacdb

bd
bcadcdabbdacdbbcadcdabbdacdb

PBC
bda

dabccdab

−++⋅+−+⋅++−⋅+++−⋅=

−−+⋅−−+
=

+−−++++−++
=

++−+−−++++
=

∆⋅
+⋅+

 

となり、上記の公式が導出された。 
 
 
１７． 代数方程式と作図：相加平均・相乗平均・調和平均 
「コンパスと線を引くためだけ（目盛りは使えない）の定規だけを用いるという制約下

で図を描け」という作図題は古代ギリシャからの幾何学の伝統で、多くの数学者を魅了し

てきた。実は「作図可能性」という幾何学上の問題は、「方程式の解の導出」という代数学

上の問題と密接に関係する。ここではその一端を紹介する。例えば、 5のような無理数（循
環しない無限小数）をコンパスと定規だけで作図できるというのは、コンピュータのない

古代において建築物などの精密な設計をするのに大いに役立ったであろう。 
 
１７．１ 有理数の作図と一次方程式 
 １の長さを持つ線分（基準線分）が与えられたとき、整数及び整数を内包する有理数（互

いに素な整数を分子と分母にもつ既約分数）は作図可能である。 
 整数は、１の整数倍なので、例えば５の長さは、１の線分を定規で延長して、コンパス

で１の線分を５個とればよい。 
 有理数の作図は、２つの０でない整数 p とq をもちいて、一次方程式 qpx = の解

pqx = を作図できればよいことになる。１の長さを持つ線分（基準線分）が与えられた

とき、整数p とq は作図できるので、 xqp :1: = の関係から下図のように平行線を使えば

（平行線の作図は、平行四辺形の性質：「２組の対辺はそれぞれ等しい」を用いればすぐ書

ける）、作図できることが分かる。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

p  

1 

q  

x  
 一次方程式 qpx = の解 

pqx = の作図 

xqp :1: =  
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１７．２ 有理数の平方根の作図と二次方程式 
  

 
 
２つの線分の長さa とbが与えられたとき、方べきの定理によって二次方程式 abx =2

の正の解 abx = を作図できる。つまり、直線上に３点Ａ，Ｂ，Ｃをとり、ＡＢ＝a ，Ａ
Ｃ＝b とする。ＢＣの中点Ｏを中心とし、直径がＢＣの円Ｏを書く。またＡＯの中点Ｍを
中心とし、直径がＡＯの円Ｍを書く。円Ｏと円Ｍの２つの交点の一つをＴとすれば、ＡＴ

が求める長さ abx = となる。ＡＴは円Ｏの接線、Ｔは接点である。 
 
（例題） 方べきの定理を使って平方根を作図する上記の図以外の方法を見つけよ。 
 
１の長さを持つ線分（基準線分）が与えられたとき、任意の整数の平方根は「三平方の

定理」を用いても作図できる（別稿で述べる予定）が、今述べた方べきの定理を使う方法

を用いれば一回で作図できる。例えば 1=a ， 5=b とすれば、 5== abx を作図でき

るわけである。有理数の平方根も、１７．１で述べた方法でまず有理数の値 pq を作図す
れば、 1=a ， pqb = としてこの方法より、 pqx = を一回で作図できる。 
 
１７．３ 二次方程式と作図 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ｄ 

Ｑ Ｐ 

Ｔ 
Ｃ 

Ｂ 
Ａ 

ＡＢ＝１，ＡＣ＝c ，ＡＤ＝bとする。 
• まずＢＣを直径とする円へのＡからの
接線を引き、接点をＴとすれば、ＡＴ

＝ c となる。 
• 次に点Ｄを中心とし半径ＡＤの円を書
き、ＴからＡＤに平行に引いた直線を

この円との交点をＰ，Ｑとすれば、 

    ＴＰ＝ cbb −− 2  

    ＴＱ＝ cbb −+ 2  

二次方程式 022 =+− cbxx の解の作図法 

Ｂ 

Ｃ Ａ 

Ｔ 

Ｏ 

Ｍ 
∠ＢＴＣ＝∠ＡＴＯ＝∠Ｒ 
ＡＴは円Ｏの接線 
 
ＡＢ＝a  
ＡＣ＝b  
ＡＯ＝ 2)( ba +  
ＡＴ＝ abx =  

二次方程式 abx =2
の作図法 
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次に、係数に相当する線分の長さが与えられたとき、一般の二次方程式の２解を同時に

作図する方法を述べる。但し、この方法は「三平方の定理」を使っているので、まだ履修

していない者は、履修後に参照されたい。 
02 >−cb を満たす長さbおよびc の２つの線分が与えられたとき、 x に関する二次方

程式 022 =+− cbxx の２つの相異なる実数解は、 

              cbbx −±= 2  
で与えられる。作図法を上図に示したので、どうしてこの方法で解が得られるか確認せよ。 
 
１７．４ 相加平均と相乗平均の関係と作図 
  
相加平均と相乗平均の関係 
正の２数a とbの相加平均 2)( ba + と相乗平均 ab の間には 

         ab
ba

≥
+
2  

の関係が成立する。等号は ba = のときのみ成立する。 

[ ] [ ] 0224
1

22

2
22

2
2

2

≥



 −

=+−⋅=−



 +

=−



 + ba

babaab
ba

ab
ba

 

（等号は ba = のときのみ成立）より、上式は代数的に証明できる。（この関係式は、高校
で学習する重要な絶対不等式の一つである。）ところがこの関係は図形的にみれば当たり前

の関係である。１７．２節の図をみると、直角三角形ＡＯＴにおいて、ＡＯ＝ 2)( ba + 、

ＡＴ＝ abx = である。ＡＯは斜辺なので、明らかにＡＴより長いわけだ。 
 
１７．５ 調和平均と作図 
 

 
 
 
 

a  

b  

c  

Ａ Ｂ Ｃ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｆ 

ＡＤ//ＢＥ//ＣＦのとき 

cba

b
c

a
c

AB
AB

AB
CB

AB
AC

b
c

AB
AC

a
c

AB
CB

111

1

1

  ;

=+⇒

=+⇒

==+

==

 

cba
111

=+  
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１８． 相似形の面積比 
 
１８．１ 三角形の切断による面積比の公式 
次の定理は非常に便利であり、応用性が広い。 
 

 
 
三角形の３直線による切断で出来る小三角形の面積 
三角形ＡＢＣの３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ上にそれぞれＤ，Ｅ，Ｆをとり、 

  ＢＤ：ＣＤ＝ mk : 、ＣＥ：ＡＥ＝ pn : 、ＡＦ：ＢＦ＝ rq :  

とすれば、三角形ＤＥＦと三角形ＡＢＣの面積比は 

         ))()((   :   rqpnmkmprknq ++++  

で与えられる。 
（証明）３つの切り取るべき三角形に上記の面積比の公式を適用する。 

))()(())()((
)()()(

1

)()()()()()(
1

)()(

)()(

)()(

rqpnmk
mprknq

rqpnmk
rqmnpnkrmkpq

pnmk
mn

rqmk
kr

rqpn
pq

ABC
DEF

pnmk
mn

CACB
CECD

ABC
CDE

rqmk
kr

BCBA
BFBD

ABC
BDF

rqpn
pq

ACAB
AEAF

ABC
AFE

+++
+

=
+++

+⋅++⋅++⋅
−=









+⋅+
+

+⋅+
+

+⋅+
−=

∆
∆

+⋅+
=

⋅
⋅

=
∆
∆

+⋅+
=

⋅
⋅

=
∆
∆

+⋅+
=

⋅
⋅

=
∆
∆

 

Ａ 

Ｄ 
Ｅ 

Ｂ Ｃ 

△ＡＤＥ：△ＡＢＣ＝（ＡＤ・ＡＥ）：（ＡＢ・ＡＣ） 

Ｄ １角が等しい２つの 
三角形の面積比 

１角が補角をなす 
２つの三角形の面積比 

Ａ 

Ｅ 

Ｂ Ｃ 
証明は補助線を見て各自行え 
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台形内に対角線によって分割される４つの三角形の面積比 
ＢＣ：ＤＡ＝ nm : 、ＢＣ//ＤＡの台形ＡＢＣＤにおいて、対角線ＡＣとＢＤの交
点をＰとすると、 

      
22 :::::: mmnnmnDPACPDBPCABP =∆∆∆∆  

で与えられる。 
（証明は各自、図を参考に行え。） 
 
１８．２ 三角錐の切断による体積比の公式 
立体図形でも上記の定理を使うことで同様の体積比の関係が得られる。 
 

 
 

Ａ 

Ｂ Ｃ 

Ｄ 

Ｐ 

Ａ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｂ Ｃ 

Ｆ 

ｋ ｍ 

ｎ 

ｐ 
ｑ 

ｒ 

ｎ 

ｍ 

ｍ２ 

ｎ２ 

ｍｎ ｍｎ 

三角錐Ａ－ＰＱＲ：三角錐Ａ－ＢＣＤ＝ 

（ＡＰ・ＡＱ・ＡＲ）：（ＡＢ・ＡＣ・ＡＤ） 

正４面体の平面による切断で得られる 
小立体ともとの立体の体積比 

ＤおよびＲから面ＡＢＣへの垂線の

足をそれぞれＥ，Ｓとすると、 
ＲＳは面ＡＤＥ上にあり、ＲＳ//ＤＥ

より、ＲＳ：ＤＥ＝ＡＲ：ＡＤ 

AD
AR

ACAB
AQAP

DE
RS

S
S

DES
RSS

V
V

BCD

APQ

BCD

APQ

BCDA

PQRA

⋅
⋅
⋅

=⋅=

⋅
⋅

=

∆

∆

∆

∆

−

−

3/
3/

 

より、証明された。 

Ｄ 

Ａ 

Ｐ 

Ｂ 

Ｃ 

Ｑ 

Ｒ 
Ｅ 
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１８．３ 相似形の面積比、体積比 
前項の定理を使えば、相似図形の面積比及び体積比に関する次の定理を得る。 
 

 
 
 
 

Ｄ 

Ｅ 

Ａ 

Ｂ Ｃ 

相似平面図形の面積比は相似比の２乗に等しい。 

Ｆ 

相似平面図形の面積比 

相似立体図形の体積比 

△ＡＢＣ∽△ＤＥＦのとき 

△ＡＢＣ：△ＤＥＦ＝ＡＢ２：ＤＥ２＝ＢＣ２：ＥＦ２＝ＣＡ２：ＦＤ２ 

相似立体図形の体積比は相似比の３乗に等しい。 

 

Ｏ１ 

Ｏ２ 
Ｓ１ 

Ｓ２ 

ｒ１ 
ｒ２ 

円Ｏ１と円Ｏ２の面積比 
Ｓ１：Ｓ２＝ｒ１

２：ｒ２
２ 

Ｄ 

Ａ 

Ｂ 

Ｃ 

Ｆ 

Ｇ 

Ｈ 

Ｅ 

三角錐ＡＢＣＤ∽三角錐ＥＦＧＨのとき 

三角錐ＡＢＣＤ：三角錐ＥＦＧＨ 

＝ＡＢ３：ＥＦ３＝ＡＣ３：ＥＧ３＝ＡＤ３：ＥＨ３ 

＝ＢＣ３：ＦＧ３＝ＣＤ３：ＧＨ３＝ＤＢ３：ＨＦ３ 
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１９． 黄金分割と正五角形 
 
１９．１ 黄金比とは 
 

 

１９．２ 正五角形と黄金比 
 ここでは黄金比が現れる図形の代表として正五角形を取り上げる。正五角形（スター構

造は円、正方形、正六角形と共によく装飾に使われると思う）がもつ不思議な性質、つま

り３６度という角度の魔力について相似を使って述べる。 
 

 

Ｐ 

Ａ 

Ｂ 

Ｃ Ｄ 

Ｅ 

正五角形 

正五角形の内角は１０８Ｏである。正五角形の

２対角線の交点の１つをＰとする。左図で 
∠ＰＡＥ＝∠ＰＥＡ＝∠ＡＤＥ＝３６Ｏ 
∠ＡＥＤ＝∠ＡＰＥ＝１０８Ｏ  

∠ＤＰＥ＝∠ＤＥＰ＝７２Ｏ  

⇒ ＢＰ＝ＤＰ＝ＤＥ＝ＡＥ（＝１辺） 
  ＡＰ＝ＥＰ 
二角相等で △ＡＰＥ∽△ＡＥＤ 

正五角形の１辺の長さを１、ＡＰ＝ｘとすれば、 

ＡＤ＝ＡＰ＋ＰＤ＝ＡＰ＋ＤＥ＝ｘ＋１より、 

ＡＰ：ＡＥ＝ＡＥ：ＡＤから、 

2
15

 x

01 
)1(:11:

2

−
=⇒

=−+⇒

+=

xx
xx
 

相似比ｘ：１は約５：８になっている。 

３６度 

Ａ 

Ｂ 

Ｃ 

Ｄ 

Ｅ 

Ｆ 

長方形ＡＢＣＤから正方形ＡＢＦＥを切

り取ってできた長方形ＦＤＣＥがもとの

長方形と相似であるとき、 
ＡＢ＝ｘ、ＢＤ＝１とおくと、 
ＡＢ：ＢＤ＝ＦＤ：ＣＤより、 

 

2
15

 x

01    1::)1( 2

−
=⇒

=−+⇒=− xxxxx
 

黄金比  8:51:
2

15
≅

−
のことを黄金比という。 



 
 

30. Aug. 2005 
 

Copyright © 2005: S&J Book Center Co. Ltd.  All rights reserved. 
 
 

 
（例題１）下図で△ＡＰＥの面積は正五角形ＡＢＣＤＥの面積の何倍か。 

（答： 5)525( − 倍） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（例題２）正五角形の各対角線によって内部に作られる正五角形の面積は、もとの正五角

形の面積の何倍か。（答： 2)537( − 倍）（各自考えよ。） 
 
１９．３ 正五角形の作図可能性 
 １辺の長さが１の正三角形、正方形は明らかに作図可能だし、各辺の垂直二等分線の作

図を繰り返せば、正六角形、正八角形など、正
N2 角形や正 N23 × 角形は明らかに作図可能

である。では素数５とみたとき、１辺の長さが１の正五角形は果たして作図可能であるか。 
  
下図のように、一辺の長さ１の正五角形ＡＢＣＤＥが半径ｒの円に内接しているとする。

このとき、ｒの長さが作図可能であれば、１の長さを半径ｒの円上にコンパスで５回プロ

ットすれば正五角形は作図できる。（以下の説明で、一回「三平方の定理」を使用している

ので、履修前の者は履修後に読むこと。） 
二等辺三角形ＡＢＣの性質から、ＯＢは対角線ＡＣを垂直２等分している。ＯＢとＡＣ

も交点をＨ、辺ＡＢの中点をＭとすれば、 
∠ＯＡＭ＝∠ＡＢＨ＝５４Ｏ、∠ＯＭＡ＝∠ＡＨＢ＝∠Ｒより、 

２角相等から、△ＯＡＭ∽△ＡＢＨ 
ゆえに、ＯＡ：ＯＭ＝ＡＢ：ＡＨ 

Ｐ 

Ａ 

Ｂ 

Ｃ Ｄ 

Ｅ 

• △ＡＢＰ＝△ＤＰＥ＝Ｓ、黄金比ｘとおく。 
• ＢＰ＝ＤＰ＝ＤＥ、ＤＥ：ＰＥ＝１：ｘより、
ＢＰ：ＰＥ＝１：ｘ。 

• △ＡＰＥ＝ｘＳ、ひし形ＢＣＤＰ＝２Ｓ／ｘ 
• 正五角形ＡＢＣＤＥ 
＝△ＡＰＥ＋△ＡＢＰ＋△ＤＰＥ＋ひし形

ＢＣＤＰ＝（２＋ｘ＋２／ｘ）Ｓ 

• 従って求める面積比は、黄金比ｘが二次方程
式 012 =−+ xx の解であることを用いて、

次元下げによる計算の工夫をしていくと、 
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