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１． 二次方程式の解法 
 中学生の段階では、ここで述べる解法をマスターすれば、問題を解くことが出来る。 
 

パターン１： qxqx ±=⇒=     2
   （但し、 0≥q ） 

（例１） 7    72 ±=⇒= xx  

（例２）
3
21

3
7

    
3
7

    73 22 ±=±=⇒=⇒= xxx  

パターン２： qpxqpxqpx ±−=⇒±=+⇒=+          )( 2
  （但し、 0≥q ） 

（例１） 324    124    12)4( 2 ±−=⇒±=+⇒=+ xxx  

（例２）
5
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6    
5

18
6    

5
18

)6(    18)6(5 22 ±=⇒±=−⇒=−⇒=− xxxx  

パターン３：因数分解型 βαβααββα −−=⇒=++=+++   ,    0))(()(2 xxxxx

  ２数の和と積が与えられたとき、すぐその２数が見つけられれば、この型で解ける。

（例１） 9,2    0)9)(2(    01872 −=⇒=−+⇒=−− xxxxx  

（例２） 6,5    0)6)(5(3)3011(3   090333 22 −−=⇒=++=++⇒=++ xxxxxxx  

パターン４：平方完成してパターン２へ変形する型   （但し、 042 ≥− cb ） 
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（例１）
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（例２）
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２． 二次方程式の解の公式と判別式 
 
２．１ 二次方程式の解の公式 
 １．のパターン４を公式の形で表現したものが二次方程式の解の公式である。 
 

二次方程式の解の公式：１  （但し、 04  ,0 2 ≥−≠ acba ） 
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この公式の導出プロセスは以下のようになる。 
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これを用いれば、二次方程式の解は必ず得ることが出来る。 

 （例）
6

737
32

)2(3477-
  x  0273

2
2 ±−

=
×

−××−±
=⇒=−+ xx  

 ｘの係数が偶数のときは、公式を変形した次の式を変わりに用いると便利である。 
 

二次方程式の解の公式：２  （但し、 0  ,0 2 ≥−′≠ acba ） 

a
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xcxbax
−′±′−

=⇒=+′+
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2     02  
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    02 より得る。 

（例）
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２．２ 二次方程式の共役解 
 解の公式から、二次方程式の解の性質について次のことが分かる。 
二次方程式の解の共役性 
実数係数の二次方程式 02 =++ cbxax （但し、 04  ,0 2 ≥−≠ acba ）の一解が

qp+ であれば、他解は q-p で与えられる。このような解の性質を共役性という。 

（例）二次方程式 0273 2 =−+ xx の２解
6
73

6
7
+− と

6
73

6
7
−− は互いに共役である。 

 
２．３ 二次方程式の判別式 
 解の公式から、二次方程式の解の性質について次のことが分かる。 
 
二次方程式の解の判別 
実数係数の二次方程式 02 =++ cbxax （但し、 0≠a ）の 
判別式 acbD 42 −= とすると、解の性質について次の判別が出来る。 

• 042 >−= acbD のとき： 相異なる２実数解をもつ 

• 042 =−= acbD のとき： 重解
a
b

x
2

−= をもつ 

• 042 <−= acbD のとき： 実数解は存在しない（解なし） 

 
（例題）次の二次方程式 01-kxx2 =++− 26 が重解を持つように定数ｋの値を定め、その

ときの重解ももとめよ。 
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（解１）重解を持つためには、右辺の２次式が完全平方式にならなければならないので、 
1)-(2k93)-x1-kxx 22 ++−=++− (26  において、 01)-(2k9 =+ にならなければいけ

ない。従って -4k = で、重解は３となる。 
（解２）重解を持つためには、判別式 01)-4(2k361)-(2k(-1)-4 =+=××2=6D が成立

すればよいから、 -4k = で、このとき重解は 

=3
(2
6
-1)
-x

⋅
=  

となる。（判別式を使う便利さが、分かってもらえたと思う。） 
 
 高校に入ると、全ての二次方程式に解が存在できるように、すなわち上記の判別式が負

の場合でも解が存在できるように、平方根内が負の（二乗して負になる）数：虚数 i≡1-
を新たに導入し、中学までの実数に限定された数の概念に虚数を新たに加え「複素数」と

いう広い数の概念へ拡張する。この複素数の導入によって、 
代数学の基本定理  
「ｎ次の代数方程式の解は重解を重複して数えれば複素数の範囲で必ずｎ個の解を持つ」

を証明することが出来る。二次方程式と同様、三次や四次の代数方程式には解の公式（係

数から解を算出する計算公式）が存在するが、五次以上の代数方程式には解の公式は存在

しないことが、数学者アーベルによって証明されている（この場合も解は必ず存在するが、

時によっては解析解を完全に見つけることが出来ず、計算機による近似解のみが得られる）。 
 
３． 二次方程式の解と係数の関係と２次式の因数分解 
 
３．１ 二次方程式の解と係数の関係 
 
二次方程式の解と係数の関係 
二次方程式 02 =++ cbxax （但し、 0≠a ）の２解を βα   , とすると、 
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（注）この関係式は、高校での履修範囲であるが、難関校を受験する生徒は内容を理解し

４章と併せて使いこなせるようにしておいたほうがよい。 
（証明）解の公式を用いれば簡単に導出できる。 
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（例）二次方程式 0273 2 =−+ xx の２解の和と積は、解と係数の関係を用いれば、いち

いち解を求めることなく、それぞれ 37− と 32− であることが分かる。 
 
３．２ ２次式の因数分解と二次方程式 
 「２次式の２つの１次式への因数分解は複素数の範囲で常に可能である」ことを示して

いる次の定理は、非常に本質的で重要である。 
 
２次式の因数分解と二次方程式 
二次方程式 02 =++ cbxax （但し、 0≠a ）の２解を βα   , とすると、 
２次式 cbxax ++2

は次のように因数分解できる。 

         )()(2 βα −⋅−⋅=++ xxacbxax  

 
（証明）解と係数の関係を用いれば簡単に導出できる。 

cbxax
a
c

x
a
b

xaxxaxxa ++=








+−−=++−=−⋅−⋅ 222 )(})({)()( αββαβα

（注１）１章のパターン３による解法は、この命題を用いて解の導出を行っているわけで

ある。２つの実数ＡおよびＢの積ＡＢ＝０ならば、ＡまたはＢはかならず０である。 
従って実数の範囲で二次方程式の左辺の２次式が因数分解できれば、 

βαβαβα  or    0  or  0   0)()(2 =⇒=−=−⇒=−⋅−⋅=++ xxxxxacbxax  

となり解が求まることになる。これが１章のパターン３の解法を説明している。 
（注２）お分かりのように、二次方程式の解の導出は「解の公式」が本質であり、その結

果から因数分解による解の導出の正当性が証明されるわけである。すべての２次式は、解

の公式で得られる２解を用いて因数分解できるわけで、解の公式を用いない因数分解とは、

偶然「２数の和と積から２数を言い当てることが出来た」にすぎない。 

（例） 






 −−
−⋅







 +−
−=−+

6
737

6
737

3273 2 xxxx と因数分解できる。 

 
３．３ 代数方程式と因数分解の本質 
３．２の定理から２次式は１次式の積に因数分解できることが分かる。 
３．２でも述べたように、２つの実数ＡおよびＢの積ＡＢ＝０ならば、ＡまたはＢはかな

らず０である。従って実数の範囲で二次方程式の左辺の２次式が因数分解できれば、 

βαβαβα  or    0  or  0   0)()(2 =⇒=−=−⇒=−⋅−⋅=++ xxxxxacbxax  

となり解が求まることになる。 
 先に述べた複素数に数の範囲を拡張しても、２つの複素数ＡおよびＢの積ＡＢ＝０なら

ば、（高１で履修する複素数の性質を用いれば）ＡまたはＢはかならず０であることが証明

できる。３．２の定理より任意の２次式が複素数の範囲で１次式の積に因数分解可能であ

るので、その結果として任意の２次方程式が複素数の範囲で２つの解を必ず持つことが証

明できるわけである。 
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 このことは実は３次、４次より高次の代数方程式にも論点を拡張でき、高等学校以降で

学ぶ代数方程式の解法では、因数分解の意義として代数学の基本定理および因数定理に主

眼が置かれる。 
 
４． 基本対称式と２数の対称式に関するニュートンの漸化式 
 対称式とは、式内の任意の２数を互いに入れ替えても式が恒等的に（常に）成立する式

のことである。中学生の段階では、２数の対称式を使いこなせれば十分であろう。対称式

に関する問題は、因数分解の練習にも適しているので、よく出題される。 
 
２数の基本対称式 
２数 βα   , の基本対称式は、 αββα ,+ の２数で与えられる。 

 
基本対称式を用いると次のような対称式の計算が簡単に出来る。 
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このような芋づる式に解を求めていく式を「漸化式」という。 
 
ニュートンの漸化式 
自然数ｎに対し、対称式

nn
ns βα += は、基本対称式は βαβα ⋅+   , で構成

される次の三項間漸化式を満たす。 

           21)( −− ⋅−⋅+= nnn sss αββα  

 
また、次のような対称式も、工夫して基本対称式で表現できる。 

αββαβαβα
αββαβα

11)(2272
4)()(

222

22

−+=+−

−+=−
 

このような変形は練習を積み重ねてマスターしてほしい。 
 
５． 二次方程式の解と次元下げのテクニック 
 
（例題）二次方程式 0273 2 =−+ xx の小さい方の解をw とするとき、 3w および 4w を
計算せよ。 
 
この様な問題を解くとき、 0273 2 =−+ xx の小さい方の解 6)737( +−=w をまと

もに代入せずに、計算労力を削減して解く方法を説明する。 
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 次数を一つずつ下げていくことで、最終的に１次式に戻してから解を代入したほうが、

特に根号を含む解の場合は正確かつ早く計算できる。このテクニックは高校でもよく使う

便利な方法なので、マスターしてほしい。 
 
６． 二次方程式を用いる例題 
 
（例題１）２次方程式 0122 2 =++ axx の一解が 53 +−=x のとき、a の値と他解を
求めよ。 
（解１）中学生の場合、ふつう以下のように解答すると思う。 

808)51236()51228()53(12)53(2 2 =⇒=+−=++−+−=++−++− aaaa
このとき、 0)46(28122 22 =++=++ xxxx の二解は 53 ±−=x より、 
他解は 53 −−=x で与えられる。 
（解２）２．２で述べた解の共役性と、３．１で述べた解と係数の関係を用いれば、ほと

んど計算せずに答を得られる。解の共役性より、他解は 53 −−=x であり、解と係数の

関係より、 2)53()53( a=−−⋅+− なのでこれを解けば、 8=a を得る。 
 
（例題２）２次方程式 034)2(32 =+−+− axax の一解が 2=x のとき、a の値と他解
を求めよ。 
（解１）中学生の場合、ふつう以下のように解答すると思う。 

4     012334)126(4342)2(322 −=⇒=−−=+−+−=+−×+− aaaaaa  
このとき、２次方程式は 0)8)(2(1662 =+−=−+ xxxx となり、他解は 8−=x となる。 
（解２）３．１で述べた解と係数の関係を用いれば、他解を β とすると、 

              




+−=
+=+
a

a
342

)2(32
β

β
 

となり、この連立方程式を解けば、 843434)43(2 −=+=⇒−=⇒+−=+ aaaa β  
となり、a の値と他解を同時に求めることが出来た。 
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（例題３）２次方程式 0abxa-x 22 =+ が異なる２つの実数解をもち、その２つの解より

それぞれ１引いた解がともに２次方程式 0baxx2 =++ を満たすという。 ba, の値を求めよ。 
（解）２次方程式 0abxa-x 22 =+ の２解を βα   , とすると、２次方程式 0baxx2 =++
の２解は 1-1,- βα  となり、解と係数の関係より 

        




=
=+
ab

a2

αβ
βα
    





=
=+
b1)-1)-

-a1)-1)-

βα
βα

((
((

 

となる。上２式より、 01)-2)(a(a2-aa2 =+=+ なので、 1a-2,a == をえる。 
• 1a = のとき、 b, =+ αββα =1 より、 

b1)(-1)-1)(-(b =αββααββα =++==  
   となり、 41b04b-1D <⇒>= を満たす任意のbに対して成立する。 

• -2a = のとき、 -2b4, =+ αββα = より、 
-1b3--2b1)(-1)-1)(-(b =⇒++== =βααββα  

従って、 1a = のとき 41b < を満たす任意のb、 -2a = のとき -1b = となる。 
 
以上３つの例題からも、３．１で述べた「解と係数の関係」を利用する意義（いちいち二

次方程式を解きなおす必要がない点など）を理解してもらえたと思う。 
 
７． 二次方程式に帰着できる高次方程式や連立方程式 
三次以上の方程式の中にも、うまく式の変形をすることによって二次方程式に帰着でき

るものがある。典型的な例題を以下に示す。 
 
（例題１）四次方程式 012x)8(x-x)(x 222 =+++ 33 を解け。 
（答） Axx2 =+3 とおくと、 2,6A06)-2)(A-(A128A-A2 =⇒==+  

• 2A = のとき、
2

173-
x02-xx2xx 22 ±
=⇒=+⇒=+ 33  

• 6A = のとき、
2

333-
x06-xx6xx 22 ±
=⇒=+⇒=+ 33  

 
（例題２）四次方程式 53)2)(x2)(x-1)(x-(x =++ を解け。 
（答） 2-xx2)1)(x-(x 2 +=+ と 6-xx3)2)(x-(x 2 +=+ では、共通項 xx2 + があるので、
Axx2 =+ とおいて、 

1,7A07)-1)(A-(A8A-A5-128A-A56)-2)(A-(A 22 =⇒=+=+⇒= 7=  

• 1A = のとき、
2

51-
x01-xx1xx 22 ±
=⇒=+⇒=+  

• 7A = のとき、
2

291-
x07-xx7xx 22 ±
=⇒=+⇒=+  
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（例題３）四次の相反方程式 017x14x7xx 234 =++++ を解け。 

（答） 0x = は解でないので、両辺を 2x で割り、 0
x

1

x

7
147xx 2

2 =++++  

   ここで、 A
x

1
x =+ とおくと、 2-A2-)

x

1
(x

x

1
x 22

2
2 =+=+ より、この方程式は 

 -3,-4A04)3)(A(A127AA147A2-A 22 =⇒=++=++=++  となる。 

• -3A = のとき、
2

53-
x01xx-3

x

1
x 2 ±

=⇒=++⇒=+ 3  

• -4A = のとき、 3-2x01xx-4
x

1
x 2 ±=⇒=++⇒=+ 4  

 
また二次方程式の連立方程式も解けるようにしておこう。 

 
（例題４）次の連立方程式を解け。 

            







=
=++

=++

2xy

21zyx

7zyx
222  

（答） 2xyz,-7yx ==+ より、第二式から、 
3,4z04)-3)(z-2(z2414z-2z21z4-z)-(7z2xy-y)(x 22222 =⇒==+⇒=+=++

 
• 3z = のとき、 2xy4,yx ==+ から、２数の和が４、積が２の２解を持つ二次方程式

を考えて、 ))( 2,22-22-,22(2y)(x,22t024t-t2 ++=⇒±=⇒=+  
• 4z = のとき、 2xy3,yx ==+ から、２数の和が３、積が２の２解を持つ二次方程式

を考えて、 (1,2)(2,1)y)(x,1,2t023t-t2 =⇒=⇒=+  
 
（例題５）次の連立方程式を解け。 

            




=+

=++

6

2
22 8y2xy-3x

03y4x
 

（答）第一式を変形して得た、 3--4x2y = を第二式に代入し、 

       





==→=
==→=

⇒

=++⇒=++⇒

=+

23/16-3)/2-(-4xy4/13-x

1/23)/2-(-4xy1-x

01)4)(x3(13x01251x39x

06-3)-2(-4x3)-x(-4x-3x
2

22

 


